Chapitre 1

Rappels mathématiques

1.1 Introduction

Lorsqu’on parle de 'optimisation nous devons impérativement passer par
les mathématiques qui présentent ’outil indispensable afin de Les techniques
d’optimisation se basent sur

1.1.1 Notations

Dans ce qui suit, on considére la notation des variables suivantes :
— n,m,p, ..., des scalaires qui indiquent souvant les dimensions,
— x,9,t, A\, a..., des variables scalaires,

— X,y,X,Y, ..., des vecteurs colonne,

— A, M, P, ..., des matrices.

— E. I, ..., ensembles ou intervalles

1.1.2 Vecteur

Le vecteur réel X de dimension n, se met sous la forme :

Ty
X =" (1.1)
n
ou encore de la maniére suivante :
X = [xl Ty ... Tp }/ (1.2)
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— deux vecteurs sont égaux ssi tous leurs éléments sont égaux.
— Le produit scalaire de deux vecteurs X et Y est défini par :

XY =YX=) uy (1.3)
i=1
— Les deux vecteurs X et Y sont orthogonaux si :
XY =0 (1.4)
— La norme d’un vecteur X est :
1X| = vX'X (1.5)

— L’inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée pour les deux vecteurs X et
Y :
X'Y| < [X[.|Y (1.6)

1.1.3 Matrice

Dans ce cours on ne considére que les matrice réelles. Une matrice A de
dimension m X n est donnée par :

a;r a1 ... QAip
21 Q922 ... Q43

A= " (1.7)
Am1 Gm2 - Amp

La matrice transposée de la matrice A qu’on note A’ ou A’ est de di-
mension n X m est la suivante :

ailp a9o1 ... ami
aio a9 ... Qm2

A= m (1.8)
A1n A2p ... Qmp

La somme (différence) de deux matrice de dimensions identiques est une
matrice de méme dimension, dont les élements sont égaux a la somme (dif-
férence) des éléments de méme position.
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Le produit de deux matrice A (m X p) et B (p X n) est une matrice C
(m x n) dont les élements sont :

p
cij=Y apby;  i=1,..m j=1,.n (1.9)
k=1

La multiplication des matrices requiére une attention partculiére, le nombre
de colonne de la premiére doit étre égale au nombre de ligne de la deuxiéme.
Prenant I'exemple illsutratif suivant : soit un vecteur X de dimension n alors,

L1
L2
X/X: [1’1 o ... xn]
x’I’L
2 2 2
=x]+r5+ ..+ 1,
Le résultat du produit X’X est un scalaire.
o
T2
XX = [3:1 Ty ... xn}
-2
7 1T ... T1Tp
T2 ZC% v 2Ty,
2
| Tpdl Tpd2 ... Z,

Le résultat du produit XX’ est une matrice.
Une matrice est dite carrée dans le cas particulier ot n = m. On défini la
matrice identité I de la maniére suivante :

1 0 ... 0
I 0 1 .. 0 (1.10)
0 0 ... 1

Souvent on indique la dimension n de la matrice identité IL,,.
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Exercice 1. Opérations sur les matrices et les vecteurs
. Soit les deux vecteurs A = [1,2,3]) et B = [—1,0,2]. Effectuer les opéra-
tions suivantes :

a. AB'.
b. A'B.
c. AB'B

1.1.4 Valeurs propres

On appel le scalaire A valeur propre de la matrice A s’il existe un vecteur

non nul V tel que :
AV = )\V (1.11)

Le vecteur V est appelé vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre A ( Exp. A=[32; 3 —2],V=[21),A=4).

Les valeurs propres présentent la solution de l’équation caractéristique
suivante :

A — AL,| =0 (1.12)

Le déterminant d’une matrice A peut étre donné par le produit de ses
valeurs propres qu’on note {\;}1;.

Al =] (1.13)
=1

Si la matrice carrée A est symétrique alors :
1. Les valeurs propres sont positifs.

2. Les vecteurs propres associées aux différentes valeurs propres sont or-
thogonaux.

3. Il existe une base orthogonale ot chaque élément présente un vecteur
propre de A.

La matrice carrée A est inversible si son déterminant est différent de zéro.
La matrice inverse est notée A~! on a alors :

AA =T, (1.14)
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La trace de A est la somme de ses éléments diagonaux :

n

Tr(A) = Z%‘ (1.15)

=1

La trace d’une matrice carrée est égale a la somme de ces valeurs propres

Une matrice est dite symétrique si elle vérifie la condition :
A=A (1.16)

n ul suit on n nsidére qu matri ITé mé-
Dans ce suit on ne considére que le cas des matrices carrées et symé
triques, sauf si on l'indique clairement.

Exercice 2.
Soit la matrice carrée A dont les valeurs propres sont : Ay = 1, Ay = 2 et
A3 = 5.

Quelles sont les dimensions de la matrice A7

Que peut on dire sur la positivité de la matrice A7
Comment déterminer I’équation caractéristique de A7
Calculer le déterminant de A.

La matrice A est elle inversible 7 Pourquoi?

S A T o

Calculer la trace de la matrice A.

1.2 Positivité

1.2.1 Définition

— Une fonction f(x) est dite positive ssi f(z) >0, Vzr € R.

— Une matrice symétrique A est définie positive ssi X’AX > 0, VX # 0.

— Une matrice symétrique A de dimension n est définie positive si toutes
les valeurs propres sont positives A; >0, Vi=1,...,n.

— Une matrice A de dimension n est définie positive si tous les mineurs
principaux sont positifs.
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1.2.2 Exemples

1. La fonction f(x) = x? — 4x + 5 est définie positive sur 'ensemble .

: 2 1 : .
2. La matrice : A = 1 9 est définie positive, car ses valeurs propres

sont positives. Les valeurs propres sont les solutions de I’équation carac-
téristique |[A — M| = 0.

Exercice 3. Matrice positive
. Déterminer parmi les matrices suivantes celles qui sont définies positives :

S

2 -1
iy
Utiliser la définition ensuite les valeurs propres.

1.3 Convexité

1.3.1 Fonction convexe

Soit la fonction f, définie sur un intervalle I de R”, telle que V(z1, x5) € I?
et Ya € [0,1], on dit que la fonction f est convexe (ou plus exactement
strictement convexe) si elle vérifie I'inégalité suivante :

flazy + (1 = a)ry) < af(r) + (1 — o) f(x2) (1.17)

Remarque Si la fonction f(x) € R, elle est convexe si on a f”’(z) > 0 sur
le domaine de définition.
1.3.2 Ensemble convexe

Un ensemble 2 C K" est dit convexe ssi :

Vu,v € Q et Yael0,1], ona z=au+(1l—a)ve (1.18)
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Mf(@)+(1=-A)f(y) -

f(ra+(1-2y) 1

T Ae+(1=-A)y Y
FIGURE 1.1 — Exemple d’une fonction convexe
Exercice 4.

Démontrer que I’ensemble définiepar @ = { X € R" :a’X > [}, oua €
R" et 5 € R, est convexe, €2 est appelé demi-espace halfspace.

o
]

FI1GURE 1.2 — Tllustration d’ensembles convexes et non vonvexes

1.4 Le gradient

Soit f(X) une fonction scalaire de n variables. Le gradient de la fonction
f qu’on note Vf est un vecteur ligne dont les élements sont les dérivées
partielles de la fonction f suivant chaque variable.

_Of e o o
Vi=oe= | L L (1.19)
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Exemple Trouver le gradient de la fonction :

flz,y) = 2> + 2y + y°

Solution
Les dérivées partielles suivant les variables x et y sont :

aof

—:2

B T+,
aof

_— = 2
Dy T+ 2y,

Le vecteur du gradient est donnée par :

of

1.5 Le Hessien

Soit f(X) une fonction scalaire de n variables. Le Hessien de la fonction
f, qu’on note Hy est une matrice de dimension n x n, dont les élements sont
les dérivées partielles d’ordre deux de la fonction f.

CRIX) PIX) PR T
(0x1)?>  Ox10za 70 Ox10x,
0 f(X) 02F(X)  02f(X) 92£(X)
PIX) PHX) 0X)

L 81‘n8$1 axnaxQ (8m”)2 .

Exemple

1. Trouver le Hessien de la fonction :
flzy) =" +ay+y°

2. Démontrer que cette matrice est définie positive.
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Solution

1. Calcule du Hessien :

0 0?
8—£:2x+y, —>(8x§2:2
0 f
—>(‘9x8y_1
af o0 f
— =1z + 2y, — =2
dy (0y)?
— O'f =1
oyoxr
2 1
Hr=[1 ]

2. Pour démontrer que cette matrice est définie positive, on doit calculer
les valeurs propres correspondantes.
L’équation caractéristique dans ce cas est donnée par :

22— —1=0
2-A-1D2-X+1)=0
(1-=XNB=X)=0

Les deux valeurs propres correspondantes sont A\ = 1, Ay = 3 et sont
positives, ainsi la matrice est définie positive.

Remarque
Une fonction f(X) est convexe ssi Hy(X) est semi-definie positif pour tout
X e R

Exercice 5. Gradient et Hessien
. Considérons la fonction scalaire suivante :

fla,y) =2 —y — 2%y +ay”
a. Calculer les dérivées partielles f, = g—i et f, = g—ch.
b. Trouver les extrémums en résolvant les équations f, = 0 et f, = 0.
c. Calculer le Hessein de la fonction f.
d

. Déduire la nature des extrémums.
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1.6 Exercices de synthése

Exercice 6. Régression linéaire

. Soit un ensemble de n points dans le plan {X; = [z;, y;]'}_,, ces points sont
souvent les résultats d’'une experience. Les points ne sont pas sur la méme
ligne, Cependant on veut trouver la ligne approchant au mieux ce nuage de
points. Pour cela on utlise la méthode des moindres carrées, et on choisis la
relation suivante y = ax + b avec (a,b) € R% La fonction objective est la
somme des carrées des erreurs (cette fonction est convexe) :

n

fla,b) = (yi — (az; +b))?

i=1
a. Claculer le gradient de la fonction f(a,b).
b. Ecrire le systéme d’équations qui donne les extremuins.
c. Donner 'écriture matricielle correspondante a ce systéme.
d. Trouver les coefficients (a,b) qui minimisent cette fonction.

Exercice 7.
Soit la fonction réelle a deux variables :

flz,y) =2 — 2%y + xy?

Calculer le Jacobien,

Calculer le Hessien,

Déterminer 1’équation caractéristique du Hessien,
Donner les valeurs propres de cette matrice,
Cette matrice est elle définie positive, pourquoi ?

Calculer le déterminant en utilisant les valeurs propres.

NS ok =

Trouver analytiquement les optimums de cette fonction. Quelle sont
leurs natures?
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1.7 Solutions des exercices

Solution Ex. 1.

1
AB = 2][102]
| 3
T -1 0 2
= -204
| 30 6
~1
AB=[123]| 0 | =5
2

— Le calcul de I'expression AB'B peut se faire de deux facon différentes,
suivant ’ordre dans lequel nous calculons le produit :

°
[ -1 0 2 —1
(AB'B=| -2 0 4 0
| 306 2

)

=110

15

°
1 5
ABB)= |2 | x5=| 10
3 15
Remarque

Lors de calcul du produit de plusieurs matrices il est souvent préférable de
commencer par le calcule des produits qui minimisent le nombre d’opérations
de multiplications.
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Solution Ex. 2.
La matrice carrée A dispose des 3 valeurs propres A\ = 1, Ay = 2 et A3 = b.
alors :

1. La matrice A est de dimension 3 x 3 (car elle est carrée et dispose de 3
valeurs propres).

2. La matrice A et positive car toutes les valeurs propres sont positives.
3. L’équation caractéristique de A est donnée par la résolution de 1'équa-
tion :
det(A— X)) =0 (1.21)
Dans notre cas, on a en plus (A — A1) (A — A3)(A — A3) =0
4. Le déterminant de A est égale a :
3
det(A) = [ [ =M x X2 x Az =10 (1.22)
i=1
5. La matrice A est inversible, car le déterminant est non nul.

6. La trace de la matrice A est égale a la somme des éléments de sa dia-
gonale. elle est égale aussi a la somme des valeurs propres.

3
trace(A) = Z Ai=M+XA+A3=28 (1.23)
i=1
Solution Ex. 3.
Deux méthodes permettent de déterminer si une matrice réelle C de dimen-
sion (n X n) est définie positive ou non :

1. Utilisation de la définition
La matrice C est définie positive si on a X'CX > 0,VX € R*".

(a) Pour la matrice A

a-[11]
vt 3]

= 222 + 22y + 27
=224+l 4+ (e +y)?>0, V(zy) e R?
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Ainsi, la matrice A est définie positive.
(b) Pour la matrice B

B:[31;1
oo 4 2[5

= 222 — 2zy + 27
=+ P+ (x—y)?P>0 VY(r,y) eR?
Ainsi, la matrice B est définie positive.

2. Utilisation des valeurs propres
La matrice est positive si toutes ces valeurs propres sont positives.

(a) Pour la matrice A

det(A—AI2):det<:? ;] _A[(l) (1)])

(2 1
—ae (200,00 ])

=(2-))?—-1

Le déterminant s’annule pour Ay =1 et Ay = 3
(b) Pour la matrice B

det(B—Mz):det<__21 _21] _)\[é g])

:2—/\ —1
()

=(2-X)7-1

Le déterminant s’annule pour Ay =1 et Ay = 3

Les valeurs propres sont positives alors les deux matrices A et B, sont
définies positives.
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Solution Ex. 4.
Soit Z =AX + (1 —A\)Y pour A € [0,1]. Alors :

a'Z=a (A X+ (1-)N)Y)

=Aa' X+ (1-N)a'Y

>A0+(1—=XNB =0 (onaX>0et (1—X)>0)
aZ>p=7 € Q

par conséquent, 2 est un ensemble convexe.
Solution Ex. 5. Soit la fonction
fla,y) =2 —y— 2%y +xy’
1. Calcul des gradients

fo= o1 oy
ox

fy:g—gz—l—x2—|—2xy
2. En sommant les deux équations f, = 0 et f, = 0, on obtient :
y2—:r:2=O:> y ==t
— Soit y = x alors on a :

1-2224+22=0—=21—-22=0— 2 =241

ainsi on a deux points : (1,1) et (—1,—1)
— Soit y = —x alors on a :

14222 +22=1+322=0

cette équation n’a pas de solution dans .



1.7. SOLUTIONS DES EXERCICES 15

3. Les dérivées partielles d’ordre deux et le Hessien sont :

0 f _
@xp —
0 f

= —2 2
0xdy Ty
o0 f

= 2r
(Oy)?
0 f

= 21 +2
Oyox Ty

—2y —2x + 2y
H; =
—2x + 2y 2T

4. La nature des extrémums, pour les deux points sont :
— pour le point (z,y) = (1,1)

-2 0
H,(1,1) = — [Hf(L,1)] = —4 < 0
0 2

ainsi ce point est un point de selle.
— pour le point (z,y) = (-1, —1)

2 0
0o -2

ainsi ce point est aussi un point de selle.
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Solution Ex. 6.

Nous avons la fonction fa deux variables a et b :

n

fla,b) =Y (yi — (az; +b))?

1=1

1. Les gradients suivant les variables a et b sont comme suit :

% = Z:ZI 2(—y; + ax; + b)z;
= 2aix? —|—2bixi — Ziyixi
i=1 i=1 i=1
of

b = Z 2(—yi +ax; + b)
=1

= Qaiazi + 2nb — Qiyi
i=1 i=1

2. Sachant que cette fonction est convexe, I'extremum et donné par le sys-
teme d’équation suivant :

fo a+2xi b= Zyzxz
z:nl =1 Z:l
=1 1=1

3. Soit :
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( n
Zy = Zyzxz
) i?——ll
Zy = Zyz
\ =1

L’écriture matricielle correspondante est :

So1 S92 b Z
4. Les coefficients a et b sont données en résolvant le systéme d’équation
précédent, on obtient alors :

_ S19Z5 — S22
52, — 51159

_ S1921 — S11245

b
Sty — S115%

Programme Matlab
La figure 1.3 montre le résultat aprés exécution du programme suivant :

%% Construction d’un nuage de points

a—2;
b=3;
N=100;

x—3+10«rand (1 ,N) ;
y=axxtb+3xrandn (1 ,N);
plot (x,y, . ), hold on

s %% Calcul des parametres

Sll=sum(x."2);
S12=sum(x);
S21-S12:
S22=N;
Z1-sum(y.xx);
Z2=sum/(y) ;



15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28
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a—(S12+72 $22+71) /(S12°2 S11%522);
b—(S21+Z1 S11%Z2)/(S12°2 S11%522);
%% Dessin des resultats
X_min—min(x) ;

X_max-max (X ) ;

pas=(x_max x_min) /20;

x=(X_min:pas:xX max);
y_est—a*(x_min:pas:x_max)-+b;

plot (x,y _est, v’ "LineWidth " 3)
xlabel ("x7)
ylabel ("y ")

legend ( 'Nuage de points’, Droite estimee’)

35 T T T T T T T T T
+  Muage de points
= [roite estimes

FIGURE 1.3 — Résultat de la régression linéaire
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Solution Ex. 7.

Soit la fonction réelle & deux variables :

f(z,y) =z — 2%y + zy?

1. Calcule du Jacobien,

[ of
ox
Jr=Vf =
of
| 9y
[ 1 — 22y +9° ]
—x? + 2zy |
2. Le Hessien -
H, — —2y —2x + 2y
I =22 + 2y 2

3. L’équation caractéristique du Hessien est donnée par :
det(H — X)) =0
— (=2y =N (27 —A) — (=20 +2y)* =0
M 420y — )\ — (=22 + 2y)? — 4oy =0

4. Les valeurs propres sont les solutions de I’équation caractéristique de
cette matrice, ¢’est une équation du deuxiéme ordre alors :

A =4(y — 2)* +16(y — 2)* + 162y
= 20(y — x)* + 16zy

Les solution sont alors :

\ 2y —a2)+VA
b 2

=z —y+ /5y — )2+ duy
N = 2 =1 = VA

2
=z —y— /5y —x)>+ 4y
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5. Pour que cette matrice soit définie positive, il faut que Ay > 0 et Ay > 0.
Ainsi la positivité de dépend des valeurs attribuées aux variables x et

Y.
6. Le déterminant est donné par le produit des valeurs propres :

det(Hf) = )\1 X )\2

= (2= y+VBly— 2P + day) (v -y — V5ly — )2 + day)
= —A(2* +y* — xy)

7. L’optimum de cette fonction est obtenu analytiquement comme suit :

- 1—2zy +¢° 0 (1)
/ f af 2 2 O 2
By —x° + 22y) (2)

De la deuxiéme équation on tire :
22 —20y=0 — 2(z—2y)=0

on élimine la solution x = 0 car elle ne vérifie pas la premiére équation.
Alors on prend x = 2y et on le remplace dans la premiére équation on

trouve :
1
-4 +y* =0 — y=4= 3
1 2 2 11
/
y=— % — ZUZ—% %ng{;—%,—\/g}

La nature des points dépend de la valeur de la Hessienne a ces points :

det(H) = —4(2* + y* — 27)

— pour X; on a det(H (X = X))
— pour Xy on a det(H(X = X)) = —3
pour les deux points on a det(H) < 0 alors on a deux points de celle,

4
3
4
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